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Аннотация. В настоящей работе рассматривается многомерная сингулярно возмущенная
краевая задача для уравнения эллиптического типа, называемого в приложениях стационарным
уравнением реакция-диффузия-адвекция. Формулируются основные условия существования ре-
шений с внутренними переходными слоями (контрастных структур) и строятся асимптотические
приближения произвольного порядка точности таких решений. Применяется эффективный алго-
ритм определения положения поверхности перехода, позволяющий распространить наш подход на
более сложный случай сбалансированных адвекции и реакции (так называемый критический слу-
чай). Для обоснования построений асимптотики используется и развивается на этот класс задач
асимптотический метод дифференциальных неравенств, позволяющий также установить устой-
чивость по Ляпунову решений с внутренними переходными слоями как стационарных решений
соответствующих параболических задач.
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1. Постановка задачи. Основные условия
существования контрастных структур
Рассмотрим сингулярно возмущенную задачу Дирихле
ε2∆u− f(ε∇u, u, x) = 0, x = (x1, ..., xN) ∈ D ⊂ RN , (1)
u(x, ε) = g(x), x ∈ ∂D, (2)
предполагая, что ε > 0 – малый параметр, функции f , g(x) и граница ∂D – доста-
точно гладкие, f удовлетворяет условию не более чем квадратичного роста по ∇u .
Под обозначением ε∇u будем подразумевать зависимость функции f от аргументов
v1 ≡ ε∂u/∂x1,v2 ≡ ε∂u/∂x2, ...,vN ≡ ε∂u/∂xN , ∆ =
N∑
k=1
∂2/∂x2k – оператор Лапласа.
При исследовании задачи (1), (2) на наличие решений с внутренними переход-
ными слоями основным требованием является условие
(У1) Вырожденное уравнение f(0, u, x) = 0 имеет ровно три корня u = φi(x),
i = 1, 3, причем φ1(x) < φ2(x) < φ3(x), fu(0, φi(x), x) > 0, i = 1, 3, fu(0, φ2(x), x) < 0
при x ∈ D¯.





мкнутых поверхностей в области D с локальными координатами в δ – окрестности
Ω¯δ каждой поверхности
x ∈ Ω¯δ 7→ (y, r) ∈ Ω¯× [−δ; δ].
Здесь y ∈ Ω¯, причем dist(x, Ω¯) = dist(x, y); r =
{
dist(x, y), x ∈ D+,
−dist(x, y), x ∈ D−,
D+ и D− – соответственно внешняя и внутренняя подобласти области D, разде-
ленные поверхностью Ω¯ . Пусть n(y, Ω¯) – единичная внешняя нормаль к Ω¯ в точке
y. Тогда взаимно однозначное соответствие между координатами дается выражени-
ями





– криволинейные координаты на поверхности Ω¯, ni(θ1, ..., θN−1, Ω¯) –





qij(r, θ)∂u/∂θj, i = 1, N, (4)
где li(r, θ), qij(r, θ) – известные функции, θ = (θ1, ..., θN−1) ∈ Θ¯ , Θ¯ – область измене-
ния координаты θ на поверхности Ω¯.
При описании контрастных структур в задаче (1), (2) существенную роль играет
присоединенная система уравнений
∂v˜/∂ξ = f(l1(r, θ)v˜, .., lN(r, θ)v˜, u˜, r, θ), ∂u˜/∂ξ = v˜, −∞ < ξ < +∞, (5)
где r и θ рассматриваются как параметры. Для каждой поверхности из множества{
Ω¯
}
определим функцию H(r, θ) ≡ v˜+(0, r, θ)− v˜−(0, r, θ), (r, θ) ∈ [−δ; δ]× Θ¯ , где
v˜±(ξ, r, θ) – решения системы (5) с условиями
u˜∓(∓∞, r, θ) = φi(r, θ), i = 1, 3, v˜∓(∓∞, r, θ) = 0. (6)
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Пусть выполнено условие






Условие (У2) означает, что для любой поверхности из указанного множества на
фазовой плоскости (u˜, v˜) системы (5) существует сепаратриса, соединяющая седла
(φ1(r, θ), 0) и (φ3(r, θ), 0) при θ ∈ Θ¯. Это требование выделяет критический случай. В






Формальное асимптотическое разложение решения u(x, ε) типа контраст-
ной структуры по степеням ε получается в результате C1-сшивания двух асимпто-
тик погранслойного типа
u−(x, ε) = u¯−(x, ε) +Qu−(ξ, λ∗, θ, ε),
u+(x, ε) = u¯+(x, ε) + Πu(ρ, η, ε) +Qu+(ξ, λ∗, θ, ε)
(7)
на поверхности перехода Ω.
Здесь u¯−(x, ε) = φ1(x) + εu¯±1 (x) + ..., u¯+(x, ε) = φ3(x) + εu¯
±
1 (x) + ... – регулярные
ряды, Πu(ρ, η, ε) = Π0u(ρ, η) + εΠ1u(ρ, η) + ... – пограничный ряд, описывающий по-
граничный слой в окрестности границы ∂D, ρ = r¯/ε, (r¯, η) – локальные координаты
в окрестности границы ∂D, Qu±(ξ, λ∗, θ, ε) = Q0u±(ξ, λ∗, θ) + εQ1u±(ξ, λ∗, θ) + ... –
ряды, описывающие пограничные слои, локализованные в окрестности поверхности
Ω, соответственно вне и внутри поверхности.
Положение поверхности перехода определим условием
u(x, ε) = φ2(x), x ∈ Ω,
а уравнение поверхности Ω найдем в виде асимптотического разложения по степе-
ням ε
r = λ∗(θ, ε) = ε(λ1(θ) + ελ2(θ) + ...), (8)
где в качестве главного члена фигурирует уравнение поверхности Ω0, критерий вы-
бора которой будет сформулирован ниже.
Здесь (r, θ) – локальные координаты, определяемые в окрестности поверхности
Ω0 в соответствии с (3).
Построение асимптотических разложений погранслойного типа (7), где
ξ = ε−1(r − λ∗(θ, ε)), выполняется в соответствии с методом пограничных функ-
ций [3], развитым на случай многомерных задач в работе [4].
Коэффициенты λi(θ) разложения (8) определяются из условия C1-сшивания асимп-
тотик (7) на поверхности Ω:
ε
(
∂u+(λ∗(θ, ε), θ, ε)
/
∂r − ∂u−(λ∗(θ, ε), θ, ε)/∂r) = H(λ∗(θ, ε), θ)+
+ ε (φ′3(λ
∗(θ, ε), θ) − φ′1(λ∗(θ, ε), θ) + ∂Q1u+(0, λ∗, θ)
/





≡ H(λ∗(θ, ε), θ) + εG1(λ∗(θ, ε), θ) + ε2G2(λ∗(θ, ε), θ) + ... = 0.
(9)
Учитывая условие (У2), явный вид функций Q±k u(r, θ, λ
∗), k ≥ 1 и разложение (8),
представляем каждое слагаемое в уравнении (9), начиная со второго, в виде разло-
жения по степеням ε . В результате приходим к уравнению:
εG1(0, θ) + ε
2 (M(θ)λ1(θ)− Φ1(θ)) + ... = 0, (10)
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где линейный оператор M(θ) будет определен ниже, Φ1(θ) – известная функция.
Уравнение (10) выполняется в первом приближении при условии, определяющем
положение поверхности перехода в нулевом приближении:

































dξ − k(0, θ)
+∞∫
−∞
p(ξ, θ)v˜2(ξ, θ)dξ = 0,
(11)
при θ ∈ Θ0, где Θ0 – область изменения координаты θ на поверхности Ω0.
Здесь k(0, θ) =
N−1∑
j=1
kj(0, θ) – сумма главных кривизн поверхности Ω0 в точке с
координатой θ; u˜(ξ, θ), v˜(ξ, θ) – решение системы (5), (6) при r = 0, θ ∈ Θ0 , ко-
торое описывает внутренний слой контрастной структуры в нулевом приближении;








В частности, пусть Ω0 ⊂ D ⊂ R2 – простая замкнутая кривая, которая относи-
тельно некоторой полярной системы координат (R, θ) с полюсом внутри области D
описывается уравнением вида R = σ(θ), 0 ≤ θ ≤ 2pi . Тогда уравнение (11) в сово-
купности с условием периодичности σ(θ) = σ(θ+2pi) представляет собой нелинейную
задачу для ОДУ 2-го порядка [5], разрешимую в силу условия (У3).
Периодические функции λn(θ), n ≥ 1 определяются с использованием n+1 - го
приближения уравнения (10) из линейных дифференциальных задач для уравнений
M(θ)λn(θ)− Φn(θ) = 0, θ ∈ Θ0. (12)
Здесь Φn(θ) – известные функции, оператор M(θ) имеет вид
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где u˜(ξ, r, θ), v˜(ξ, r, θ) – решение системы (5), (6),mj(0, θ), n¯j(0, θ) – известные функ-











Условие, обеспечивающее разрешимость периодических задач для уравнений
(12), формулируется следующим образом
(У4) Оператор M(θ) положительно обратим при θ ∈ Θ0 на множестве поло-
жительных Θ0 – периодических правых частей.
Существование решений типа контрастных структур и их устойчи-
вость по Ляпунову, как решений соответствующих параболических задач, до-
казываются с использованием асимптотического метода дифференциальных нера-
венств, причем верхнее и нижнее решения задачи (1), (2) получаются путем стан-
дартных модификаций частичных сумм n-го порядка асимптотических разложений
(7) (см., например, [1, 3]). Доказана оценка остаточного члена∣∣u(x, ε)− U±n (x, ε)∣∣ ≤ Cεn+1,
где
U−n (x, ε) = φ1(x) + εu¯
−
1 (x) +Q0u
−(ξ, θ) + εQ1u−(ξ, θ)+
+ ...+ εn−1u¯−n−1(x) + ε
nu¯−n (x) + ε
n−1Qn−1u−(ξ, θ) + εnQnu−(ξ, θ),
U+n (x, ε) = φ3(x) + εu¯
+
1 (x) +Q0u
+(ξ, θ) + εQ1u
+(ξ, θ) + Π0u(ρ, η)+
+ εΠ1u(ρ, η) + ...+ ε
n−1u¯+n−1(x) + ε
nu¯+n (x) + ε
n−1Qn−1u+(ξ, θ) + εnQnu±(ξ, θ)+
+ εn−1Πn−1u(ρ, η) + ε





x ∈ D¯, C > 0 и не зависит от ε.
2. Пример
Рассмотрим задачу (1), (2) при условии (У1) и D ⊂ R2. Пусть кривая Ω0, в
ε-окрестности которой локализован внутренний слой, относительно некоторой по-
лярной системы координат с полюсом внутри области D описывается уравнениями:
x1 = R cos θ, x2 = R sin θ, 0 ≤ θ ≤ 2pi, R = const. Определим локальные коорди-
наты в окрестности этой кривой: x ∈ Ωδ0 7→ (r, θ) ∈ [−δ; δ] × [0, 2pi]. Они связа-
ны с декартовыми посредством соотношений x1 = (R + r) cos θ, x2 = (R + r) sin θ.
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В системе координат (r, θ) производные ∂u/∂xi, i = 1, 2, вычисляются следующим
образом: ∂u/∂x1 = cos θ∂u/∂r− sin θ(R + r)−1∂u/∂θ, ∂u/∂x2 = sin θ∂u/∂r+
+ cos θ(R + r)−1∂u/∂θ. Пусть реализуется критический случай, т.е. выполнено усло-








с дополнительными условиями (6). Множество точек, в которых выполняется урав-









(u˜, 0, θ) cos θ +
∂A2
∂r
















(v˜(ξ, θ))2p(ξ, θ)dξ = 0,
где u˜(ξ, θ), v˜ (ξ, θ) – решения системы (13) при r = 0 с дополнительными












В следующих приближениях относительно членов асимптотики, описывающих
внутренний слой, получаем линейные краевые задачи для уравнений








(u˜, 0, θ) cos θ + ∂A2
∂u







(u˜, 0, θ), H±n (ξ, θ) – известные функции.
Коэффициенты разложения (8) находятся из линейных задач для уравнения
типа (12), где




































(u˜, r, θ) sin θ
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v˜(η, r, θ)p(η, r, θ) (A2(u˜, r, θ) cos θ − A1(u˜, r, θ) sin θ) ∂u˜
∂θ


















Условие разрешимости этих задач установлено в (У4).
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